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Συναρτήσεις 
2ο Θέμα 

 

24347. Δίνεται η συνάρτηση  
2

x 4
f x .

x 2





 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης.               (Μονάδες 7) 

β) Να δείξετε ότι  f x x 2  για κάθε x του πεδίου ορισμού Α.   (Μονάδες 8) 

γ) Να υπολογίσετε το όριο  
x 2
limf x .


       (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 2 0 x 2    , άρα  fD 2  . 

 

β) Για κάθε x 2  είναι  
 2 x 2x 4

f x
x 2


 



 x 2

x 2




x 2   

 

γ)    
x 2 x 2
limf x lim x+2 4
 

   

 

25874. Δίνεται η συνάρτηση  
2

x 1
f x

x 1





. 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού A της f.      (Μονάδες 09) 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε x A ισχύει:  f x x 1  .    (Μονάδες 09) 

γ) Να υπολογίσετε το  
x 1
limf x .


       (Μονάδες 07) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 1 0 x 1    , άρα  fD 1  . 

 

β) Για κάθε x 1  είναι  
 2 1x 1

f x
x 1

x
 



  x

1

1

x




x 1  . 

 

γ)    
x 1 x 1
limf x lim x 1 2
 

    

 

31085.Δίνεται η συνάρτηση  
2

x x
f x

x


 . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της f.      (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε x A  ισχύει  f x x 1.       (Μονάδες 9) 

γ)  
x 1

Να υπολογίσετε το lim f x .


       (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι  
2 xx x

f x
x


 

 x

x

1
x 1  . 

 

γ)    
x 1 x 1
lim f x lim x 1 2
 

    . 
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31086.Δίνεται η συνάρτηση:  
2

x 2x
f x

x


 . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της f.      (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε x A  ισχύει:  f x x 2  .    (Μονάδες 9) 

γ)  
x 0

Να υπολογίσετε το limf x .


       (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι  
2 xx 2x

f x
x


 

 x

x

2
x 2  . 

 

γ)    
x 0 x 0
limf x lim x 2 2
 

    . 

 

 

Παράγωγος 
2ο Θέμα 

 

25326. Δίνεται η συνάρτηση  f x 2x x.   

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.                                                                  (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι  
1

f x 2
2 x

   για κάθε x 0 .                  (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το  f 4 .            (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0,  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι    
1

f x 2x x 2
2 x


     . 

 

γ)  
1 1 9

f 4 2 2
4 42 4

       

 

25875.Δίνεται η συνάρτηση   2
f x 2x 1,   x    

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f είναι  f x 4x,   x   . 

 (Μονάδες 09) 

Έστω y λx β   η εξίσωση της εφαπτομένης  ε  της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  

 Α 1,1 . Να αποδείξετε ότι: 

β) λ 4 .          (Μονάδες 07) 

γ) Η εξίσωση της ευθείας  ε  είναι y 4x 3  .     (Μονάδες 09) 

Λύση 

 

α) Για κάθε x  είναι    2f x 2x 1 2 2x 0 4x
       . 

 

β) Το λ είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης (ε) της fC στο Α, επομένως  λ f 1 4  . 
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γ) Επειδή λ = 4, η (ε) έχει εξίσωση y 4x β  . Επειδή διέρχεται από το Α, ισχύει ότι 

1 4 1 β 1 4 β β 3         , οπότε (ε): y 4x 3  . 

 

 

26146. Δίνεται η συνάρτηση  
1

f x 3
x

  . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.                                                                   (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι  
2

1
f x

x
  για κάθε x 0 .          (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το  f 2 .              (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα fD  . 

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο  με      1 2

2

1
f x 3 x 1 x

x

       . 

 

γ)  
2

1 1
f 2

2 4
   . 

 

 

25876. Δίνεται η συνάρτηση   2
f x x 2x,   x    

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f είναι  f x 2x 2,   x    . (Μονάδες 09) 

Έστω y λx β  η εξίσωση της εφαπτομένης  ε  της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της 

 Α 1, 1 . Να αποδείξετε ότι: 

β) λ 0 .          (Μονάδες 07) 

γ) Η εξίσωση της ευθείας  ε  είναι y 1  .      (Μονάδες 09) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με    2f x x 2x 2x 2
     . 

 

β) Επειδή η ευθεία ε είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο σημείο της  Α 1, 1 , ισχύει 

ότι  f 1 λ 2 2 λ λ 0       . 

 

γ) ε: y 0 x β y β     . Επειδή η ε διέρχεται από το σημείο Α(1,-1) είναι β 1  , άρα ε: y 1  . 

 

31084.Δίνεται η συνάρτηση   31
f x x 2023,    x .

3
    

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f είναι   2
f x x ,    x   . (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε το  f 1  .        (Μονάδες 7) 

γ) Να αποδείξετε ότι:    f 1 f 1 2    .      (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με      3 2 21 1
f x x 2023 3x 0 x

3 3

        . 

 

β)    
2

f 1 1 1      
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γ) Είναι   2f 1 1 1   , οπότε    f 1 f 1 1 1 2       

 

31088.Δίνεται η συνάρτηση  
1

f x 3
x

     

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού A της f.      (Μονάδες 9) 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε x A  ισχύει:  
2

3
f x

x
  .    (Μονάδες 9) 

γ) Να υπολογίσετε το  f ΄ 3 .        (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι      1 2

2

3
f x 3x 3 1 x

x

         . 

 

γ)  
 

2

3 3 1
f 3

9 33
    


. 

 

31089.Δίνεται η συνάρτηση  
1

f x 4 1
x

    . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.       (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι  
2

4
f x

x
    για κάθε x 0 .      (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το  f 2  .        (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι      1 2

2

4
f x 4x 1 4 1 x 0

x

          . 

 

γ)  
 

2

4 4
f 2 1

42
       


. 

 

31090.Δίνεται η συνάρτηση  
1

f x 2 1
x

    . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.     (Μονάδες 7) 

β) Να δείξετε ότι  
2

2
f x

x
    για κάθε x 0 .      (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το    f ΄ 2 f 2  .       (Μονάδες 8) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι      1 2

2

2
f x 2x 1 2 1 x 0

x

          . 

 

γ)    
 

2

2
f 2 f 2 2

2
     



1

2


2 1
1 1 1

4 2
       . 
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31091.Δίνεται η συνάρτηση  f x x 1   . 

α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.     (Μονάδες 8) 

β) Να δείξετε ότι  
1

f  ́ x
2 x

  για κάθε x 0 .     (Μονάδες 10) 

γ) Να υπολογίσετε το  f ΄ 9 .        (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f ορίζεται όταν x 0 , άρα  fD 0,  . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι    
1 1

f  ́ x x 1 0
2 x 2 x


     . 

 

γ)  
1 1

f  ́ 9
62 9

  . 

 

4ο Θέμα 
 

28286.Δίνεται η συνάρτηση   3 2
f x x 3x 2x 1    . 

α) Να υπολογίσετε το 
 

x 1

f x 1
lim

x 1




.       (Μονάδες 10) 

β) Να υπολογίσετε το συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο σημείο της με τετμημένη 
0

x 1.      (Μονάδες 7) 

γ) Ο Γιάννης υπολόγισε την εξίσωση της εφαπτομένης της 
f

C στο σημείο της με τετμημένη 
0

x 1

και βρήκε ότι σχηματίζει με τον άξονα x΄x γωνία 135 μοιρών και επίσης ότι δεν διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων. Συμφωνείτε με τον Γιάννη; Δικαιολογήστε την απάντησή σας.  (Μονάδες 8) 

Λύση 

 

α) 
   23 2

x 1 x 1 x 1

x x 3x 2f x 1 x 3x 2x 1 1
lim lim lim

x 1 x 1 x 1  

     
  

  

 2

x 1

x x x 2x 2
lim

x 1

  



 

     
x 1 x 1

x x 1x x x 1 2 x 1
lim lim

x 1 

     




 x 2

x 1




1   

 

β) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με   2f x 3x 6x 2    . 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο της 

με τετμημένη 0x 1 είναι  λ f 1 3 6 2 1      . 

 

γ) Αν ω είναι η γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη της fC στο σημείο της με τετμημένη 0x 1  

γνωρίζουμε ότι λ εφω , άρα εφω 1 ω 135    . 

Η εφαπτομένη έχει εξίσωση της μορφής ε: y λx β y x β      . 

Είναι  f 1 1 3 2 1 1     , οπότε το σημείο της fC με τετμημένη 0x 1 είναι το (1,1) και επειδή η ε 

διέρχεται από αυτό, είναι 1 1 β β 2     , οπότε ε: y x 2   .  

Η ε διέρχεται από την αρχή Ο(0,0) των αξόνων όταν 0 0 2   που είναι αδύνατο.  

Άρα δεν συμφωνούμε με τον Γιάννη. 
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Εφαρμογές των παραγώγων 
2ο Θέμα 

 

25459. Δίνεται η συνάρτηση   2
f x 3x 6x 2023,  x    . 

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f είναι  f x 6x 6,  x    . (Μονάδες 08) 

β) Να υπολογίσετε το  f 1 .        (Μονάδες 07) 

γ) Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα, για x 1 .    (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με 

         2 2f x 3x 6x 2023 3 x 6 x 2023 3 2x 6 1 0 6x 6
                 . 

 

β)  f 1 6 1 6 0      

 

γ) Για κάθε x > 1 είναι    f x 6x 6 6 x 1 0      , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  1, . 

 

4ο Θέμα 
 

24359. Δίνεται η συνάρτηση 3 2
f (x) x 2x x   , όπου x .  

α) i. Για x , να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f .                     (Μονάδες 5) 

ii. Να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης f στο σημείο  Μ (2,f (2) .                  (Μονάδες 5) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.    (Μονάδες 9) 

γ) Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f  στα οποία οι εφαπτόμενες 

είναι παράλληλες στον άξονα x'x .                                      (Μονάδες 6) 

Λύση 

 

α) i. Η f είναι παραγωγίσιμη στο με    3 2 2f x x 2x x 3x 4x 1
       . 

ii. O συντελεστή διεύθυνσης της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο 

 Μ (2,f (2)  είναι το   2f 2 3 2 4 2 1 5        

 

β)    2 1
f x 3x 4x 1 3 x 1 x

3

 
       

 
. 

Για κάθε 
1

x ή x 1
3

   είναι  f x 0   και για κάθε 
1

x ,1
3

 
 
 

 είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, 

είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα  
1

, και 1,
3

 
  
 

και γνησίως φθίνουσα στο 
1

,1
3

 
 
 

. 

 

γ) Οι εφαπτομένες της fC είναι παράλληλες στον άξονα x¨x για τις τιμές του x για τις οποίες 

 f x 0  . 

Είναι  
1

f x 0 x 1 ή x
3

     . Είναι   3 2f 1 1 2 1 1 0      και 

3 2
1 1 1 1 4

f 2
3 3 3 3 27

     
        

     
, άρα τα 

ζητούμενα σημεία είναι τα  
1 4

1,0 και ,
3 27

 
 
 

. 
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24360. Ένα οικόπεδο σχήματος ορθογωνίου έχει μήκος x  μέτρα (m) , πλάτος y  μέτρα (m)  και 

εμβαδό 400 τετραγωνικά μέτρα 2
(m )  . 

α) Να αποδείξετε ότι η περίμετρος του ορθογωνίου οικοπέδου ως συνάρτηση του x  δίνεται από τον 

τύπο 
800

Π(x) 2x
x

   με x 0 .                                           (Μονάδες 8) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση Π(x)  ως προς τη μονοτονία της.           (Μονάδες 9) 

γ) Για ποια τιμή του x  η περίμετρος του οικοπέδου γίνεται ελάχιστη, και ποια είναι η ελάχιστη τιμή 

της;                                                                                                  (Μονάδες 8) 

Λύση 

 

α) Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι xy , οπότε 
400

xy 400 y , x,y 0
x

    . 

Η περίμετρος του ορθογωνίου είναι 
400 800

Π(x) 2x 2y 2x 2 2x
x x

       , x 0 . 

 

β) Η Π είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 
2

2 2

800 800 2x 800
Π (x) 2x 2

x x x

  
      

 
. 

Είναι 
2 x 0

2 2 2

2

2x 800
Π (x) 0 0 2x 800 0 2x 800 x 400 x 20

x


             . 

Για κάθε  x 0,20  είναι Π (x) 0   και για κάθε  x 20,   είναι Π (x) 0  , επειδή η Π είναι συνεχής, 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,20  και γνησίως αύξουσα στο  20, . 

 

γ) Η περίμετρος Π γίνεται ελάχιστη για x 20m με ελάχιστη περίμετρο το 

 
800

Π 20 40 40 40 80m
20

      

 

 

24361. Δίνεται η συνάρτηση   3 2
f x x λx x, x     και λ σταθερά. 

α) Αν ισχύει  f 1 0  , να βρείτε την τιμή του λ .                    (Μονάδες 7) 

Για λ 1   

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το είδος και την τιμή των 

τοπικών ακροτάτων της.                                               (Μονάδες 10) 

γ) Να βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f , στα οποία η εφαπτομένη είναι 

παράλληλη στην ευθεία y x  .                       (Μονάδες 8) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με    3 2 2f x x λx x 3x 2λx 1
       . 

 f 1 0 3 2λ 1 0 2λ 2 λ 1             

 

β) Είναι    2 1
f x 3x 2x 1 3 x 1 x

3

 
       

 
 

Για κάθε  
1

x , 1 ,
3

 
     

 
 είναι  f x 0   και για κάθε 

1
x 1,

3

 
  
 

 είναι  f x 0  και επειδή η f 

είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα  
1

, 1 και ,
3

 
  

 
 και γνησίως 

φθίνουσα στο 
1

1,
3

 
 
 

. Η f έχει τοπικό μέγιστο το  f 1 1 1 1 1        και τοπικό ελάχιστο το 
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1 1 1 1 11
f

3 27 9 3 27

 
     

 
. 

 

γ) Έστω   0 0 0Μ x ,f x με x  σημείο της 
fC . Η εφαπτομένη στο Μ είναι παράλληλη στην ευθεία 

y x  αν και μόνο αν   2 2

0 ε 0 0 0 0f x λ 3x 2x 1 1 3x 2x 0            0 0x 3x 2 0    

0 0

2
x 0 ή x

3
   . Είναι  f 0 0  και 

3 2
2 2 2 2 2

f
3 3 3 3 27

       
               
       

, οπότε τα ζητούμενα 

σημεία είναι τα  
2 2

0,0 και ,
3 27

 
  
 

. 

 

 

24363. Δίνεται η συνάρτηση  
2

x
f x

x 1



 με x . 

α) Να δείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f  είναι:  
2

2 2

1 x
f x

(x 1)


 


 με x .  (Μονάδες 8)  

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε το είδος και την τιμή των 

τοπικών ακροτάτων της.                                                      (Μονάδες 10) 

γ) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f  στο σημείο 

 Μ 2,f (2) , είναι η ευθεία (ε):
3 16

y x
25 25

   .                       (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με 

 
     

     

2 2 2 2 2

2 2 22
2 2 2

x x 1 x x 1x x 1 2x 1 x
f x

x 1 x 1 x 1 x 1

       
     

    
. 

 

β)  
 

2
2 2

2
2

1 x
f x 0 0 1 x 0 x 1 x 1 1 x 1

x 1


              


 

Για κάθε x 1 ή x 1    είναι  f x 0   και για κάθε  x 1,1   είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, 

είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα    , 1 , 1,    και γνησίως αύξουσα στο  1,1 . 

Η f έχει τοπικό ελάχιστο το  
1 1

f 1
1 1 2


   


 και τοπικό μέγιστο το  

1
f 1

2
 . 

 

γ) Είναι  
2

2 2
f 2

2 1 5
 


 και  

 
2

1 4 3
f 2

254 1


   


. 

Είναι ε:       
2 3

y f 2 f 2 x 2 y x 2
5 25

          
3 16

y x
25 25
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25461. Στο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της  

παραγώγου f ΄ μιας πολυωνυμικής συνάρτησης f, όπου f ΄ είναι  

ένα πολυώνυμο δευτέρου βαθμού. 

α) Να αιτιολογήσετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στα  

διαστήματα  ,0  και  3,  και γνησίως αύξουσα στο  

διάστημα  0,3 .    (Μονάδες 09) 

β)    Να συγκρίνετε τους αριθμούς f 1  και f 2 .    

      (Μονάδες 06) 

γ) Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης f διέρχεται από τα 

σημεία  Α 0, 1 και  Β 3,2 , τότε να βρείτε τα ακρότατα της f.  

       (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Για κάθε    x ,0 3,     είναι  f x 0   και για κάθε  x 0,3  είναι  f x 0  , επειδή η f είναι 

συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα στα διαστήματα  ,0 ,  3,  και γνησίως αύξουσα στο  

διάστημα  0,3 . 

 

β) Είναι 
 

   
f 0,3

1 2 f 1 f 2  
1

. 

 

γ) Η f έχει τοπικό ελάχιστο το  f 0 1   και τοπικό μέγιστο το  f 3 2 . 

 

 

25643. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση f ΄
C

της παραγώγου f ΄ μιας συνάρτησης f. Αν η f ΄
C  είναι ευθεία η 

οποία τέμνει τον άξονα x́ x στο σημείο  3,0 , τότε: 

α) Να αιτιολογήσετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο 

διάστημα  , 3  και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  3, .

       (Μονάδες 10) 

β)    Να συγκρίνετε τους αριθμούς f 3  και f 4 . 

(Μονάδες 06) 

γ) Να βρείτε το είδος και την τιμή του ακροτάτου που 

παρουσιάζει η f αν η γραφική της παράσταση διέρχεται από το 

σημείο  Α 3,2 .     (Μονάδες 09) 

Λύση 

 

α) Για κάθε x < 3 είναι  f x 0   και για κάθε x > 3 είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, είναι 

γνησίως αύξουσα στο  ,3 και γνησίως φθίνουσα στο  3, . 

 

β) Είναι 
 

   
f 3,

3 4 f 3 f 4


  
2

. 

 

γ) Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα  ,3  και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  3,

έχει μέγιστο το  f 3 2 . 
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28280. Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΓΔ με διαστάσεις ΑΒ 4 και 

ΒΓ 2 . Θεωρούμε τα εσωτερικά σημεία Κ,Λ,Μ και Ν των 

πλευρών ΑΒ,ΒΓ,ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα έτσι ώστε  

ΑΚ ΒΛ ΓΜ ΔΝ x.     

α) Να δείξετε ότι 

i. το εμβαδόν του AΚN ως συνάρτηση του x είναι

   1

1
 Ε x 2 x x

2
   ,  x 0,2 και το εμβαδόν του ΚΒΛ ως 

συνάρτηση του x είναι    2

1
Ε x 4 x x

2
   ,   x 0,2 .      (Μονάδες 6) 

ii. το εμβαδόν του ΚΛΜΝ ως συνάρτηση του x είναι       2
Ε x 2 x 3x 4 ,  x 0,2 .    (Μονάδες 5) 

β) Να υπολογίσετε το ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε ως προς το x όταν 
3

x .
2

  (Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε την τιμή του x, για την οποία το Ε(x) γίνεται ελάχιστο.   (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) i. Είναι AN= 2-x, άρα           1

1 1
ΑΚΝ ΑΚ ΑΝ x 2 x , x 0,2 

2 2
Ε x     . 

Είναι ΒΚ = 4-x, και         2

1 1
Ε x ΚΒΛ ΒΚ ΒΛ 4 x x

2 2
    . 

 

ii.            
1

ΚΛΜΝ ΑΒΓΔ 2 ΑΚΝ 2 ΚΒ
1

2 x x 4 x x
2

Λ 8 2 2
2

            

     2Ε x 2 x 3x 4 ,  x 0,2 .    

 

β) Η συνάρτηση Ε είναι παραγωγίσιμη στο (0,2) με    3Ε x 2 2x  . 

O ρυθμόw μεταβολής του εμβαδού Ε ως προς το x όταν 
3

x
2

  είναι   0
3

2 3Ε x 2
2

 
   

 
. 

 

γ) Είναι    
3

Ε x 0 2 0 2x 3 0 2x 3 x
2

2x 3           . 

Για κάθε 
3

x
2

 είναι  Ε x 0   και για κάθε 
3

x
2

 είναι  Ε x 0  , επειδή η Ε είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο 
3

0,
2

 
 
 

 και γνησίως αύξουσα στο 
3

,2
2

 


 
. Η Ε παρουσιάζει ελάχιστο για 

3
x

2
 . 

 

28282.Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά ΑΒ 4 . Θεωρούμε τα 

εσωτερικά σημεία Κ,Λ,Μ και Ν των πλευρών ΑΒ,ΒΓ,ΓΔ και ΔΑ 

αντίστοιχα έτσι ώστε ΑΚ ΒΛ ΓΜ ΔΝ x.      

α) Να δείξετε ότι 

i. το εμβαδόν του AΚN ως συνάρτηση του x είναι  

   1

1
Ε x 4 x x

2
   ,  x 0,4 .            (Μονάδες 5) 

ii. το εμβαδόν του ΚΛΜΝ ως συνάρτηση του x είναι  

     2
Ε x 2 x 4x 8 ,  x 0,4 .                  (Μονάδες 8) 

β) Να υπολογίσετε τη πρώτη παράγωγο του εμβαδού E(x).        (Μονάδες 6) 

γ) Να βρείτε την τιμή του x, για την οποία το Ε(x) γίνεται ελάχιστο.      (Μονάδες 6) 

Λύση 

 

α) i. Είναι ΑΝ ΑΔ ΝΔ 4 x    . 
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Είναι x 0 και 4 x 0 x 4      άρα  x 0,4 .       1

1 1
Ε x ΑΝ ΑΚ 4 x x

2 2
    . 

ii. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΚΝ, ΝΔΜ, ΜΓΛ, ΛΒΚ έχουν τις κάθετες πλευρές τους μία προς μία ίσες 

οπότε είναι ίσα και επομένως έχουν ίσα εμβαδά. 

Για κάθε  x 0,4 είναι          2 1
Ε x ΑΒΓΔ 4 ΑΚΝ 4 4 4 x x 16 2x 4 x

2
            

   2 2Ε x 16 8x 2x 2 x 4x 8      . 

 

β) Για κάθε  x 0,4 είναι      2Ε x 2 x 4x 8 2 2x 4 4x 8
        . 

 

γ)  Ε x 0 4x 8 0 4x 8 x 2         . 

Για κάθε x < 2 είναι  Ε x 0   και για κάθε x > 2 είναι  Ε x 0  , επειδή η Ε είναι συνεχής στο x = 2, 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,2  και γνησίως αύξουσα στο  2, .  

Η Ε παρουσιάζει ελάχιστο για x = 2. 

 

28618.Δίνεται η συνάρτηση   3 21 2
f x x x x , x

3 3
     . 

α) Να βρείτε την παράγωγο  f   της συνάρτησης  f .     (Μονάδες 06) 

β) Να εξετάσετε τη συνάρτηση f  ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.   (Μονάδες 09) 

γ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης ευθείας στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο 

σημείο της A(1,1) .    (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με   3 2 2 21 2 1
f x x x x 3x 2x 1 x 2x 1

3 3 3

 
            

 
. 

 

β) Είναι    
22f x x 2x 1 x 1 0        για κάθε x 1  και επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως 

αύξουσα στο και δεν έχει ακρότατα. 

 

γ) Η ζητούμενη εφαπτομένη έχει συντελεστή διεύθυνσης  λ f 1 0  και εξίσωση της μορφής 

y λx β y β    . Επειδή διέρχεται από το σημείο Α(1,1) είναι 1 β , οπότε η εφαπτομένη έχει εξίσωση 

y =1. 

 

3ο Θέμα 
 

27959. Δίνεται η συνάρτηση   2
f x 3x 6x 2023,    x    . 

α) Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της συνάρτησης f είναι  f x 6x 6,    x    . (Μονάδες 05) 

β) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία.    (Μονάδες 10) 

γ) Να αποδείξετε ότι  f x 2020 για κάθε x .     (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Η f είναι παραγωγίσιμη στο με          2 2f x 3x 6x 2023 3 x 6 x 2023 6x 6
             

 

β) Για κάθε x < 1 είναι  f x 0   και για κάθε x > 1 είναι  f x 0  , επειδή η f είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο  ,1  και γνησίως αύξουσα στο  1, . 
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γ) Για κάθε x είναι 

   
22 2 2f x 2020 3x 6x 2023 2020 3x 6x 3 0 x 2x 1 0 x 1 0                 ισχύει 

 

 

Στατιστική 
2ο Θέμα 

 

Μέτρα θέσης και διασποράς 

 

25460. Οι βαθμοί 10 φοιτητών στο μάθημα της Στατιστικής ήταν: 4,7,3,5,8,6,5,9,6,6 . 

α) Να υπολογίσετε τη μέση τιμή των βαθμών όλων των φοιτητών του δείγματος. (Μονάδες 10) 

β) Να σχεδιάσετε το διάγραμμα συχνοτήτων.      (Μονάδες 10) 

γ) Ποιο είναι το ποσοστό των φοιτητών με βαθμό μεγαλύτερο του 8;   (Μονάδες 05) 

Λύση 

 

α) x 5,9
1

4 7 3 5 8 6 5

0

9 6 6      






 

 

β)  

 

 

 

 

 

 

 

 

γ) Επειδή μόνο ένας μαθητής πήρε πάνω βαθμό μεγαλύτερο του 8, το ποσοστό των φοιτητών με βαθμό 

μεγαλύτερο του 8 είναι 
1

100% 10%
10

  . 

 

28615.Εξετάσαμε ένα δείγμα δέκα μαθητών ενός λυκείου ως προς τη μεταβλητή ‘Βάρος’ και 

διαπιστώσαμε ότι οι τιμές του βάρους τους ήταν σε kg: 76, 74, 75, 75, 78, 72, 70, 80, 75, 75. 

α)Τι είδους μεταβλητή είναι η μεταβλητή ‘Βάρος’; Ποιοτική, Ποσοτική Διακριτή ή Ποσοτική 

Συνεχής;          (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε: 

i. τη μέση τιμή x  της μεταβλητής ‘Βάρος’ των δέκα μαθητών.    (Μονάδες 10) 

ii. τη διάμεσο δ της μεταβλητής ‘Βάρος’ των δέκα μαθητών.   (Μονάδες 10) 

Λύση 

 

α) Είναι ποσοτική συνεχής μεταβλητή γιατί μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή ενός διαστήματος 

πραγματικών αριθμών. 

 

β) i. 
76 74 75 75 78 72 70

5
780

x
7 5 55 0

7
10 10

7   


 





 
 

ii. Οι παρατηρήσεις τοποθετημένες σε αύξουσα σειρά είναι 70, 72, 74, 75, 75, 75, 75, 76, 78, 80 . 

Επειδή οι παρατηρήσεις είναι 10, η διάμεσος είναι ο μέσος όρος της 5ης και της 6ης παρατήρησης, 

δηλαδή 
75 75

δ 75
2


  . 
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31087.Οι ημέρες απουσίας 11 μαθητών το μήνα Σεπτέμβριο ήταν:                    1,4,4,7,3,6,10,3,1,2,3 . 

α) Να υπολογίσετε τη διάμεσο των δοσμένων τιμών για τις ημέρες απουσίας.  (Μονάδες 9) 

β) Να υπολογίσετε τη μέση τιμή των δοσμένων τιμών για τις ημέρες απουσίας. (Μονάδες 9) 

γ) Να σχεδιάσετε το διάγραμμα συχνοτήτων των δοσμένων τιμών για τις ημέρες απουσίας. 

           (Μονάδες 7) 

Λύση 

 

α) Οι παρατηρήσεις τοποθετημένες σε αύξουσα σειρά είναι 1, 1, 2, 3, 3, 𝟑, 4, 4, 6, 7, 10 . 

Η διάμεσος δ είναι η μεσαία παρατήρηση, άρα δ = 3. 

 

β) 
1 4 4 7 3 6 10 3

4x
1 2 44

11 11

3      


 





 
. 

 

γ)  
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